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Robot Haptique Falcon Modèle mécanique

1 Notations utilisées

L’interface haptique est assimilable à un robot à structure parallèle formée de trois bras,
notés I, II et III, identiques d’un point de vue mécanique, mais décallés de 120°. L’indice
i fait référence au numéro du bras. Les solides sont notés :

0 : bâti, auquel sont associés 4 repères ℜ = (O,−→x ,−→y ,−→z ) et ℜi = (0,−→xi ,
−→yi ,−→z )

1i : manivelle motorisée
2ai et 2bi : pièce de jonction (x2 par bras)
3ai et 3bi : barre de parallèlogramme (x2 par bras)

4 : Effecteur ou poignée

2 Modèle géométrique

−→x

−→y

−→xi

−→yi

ϕi

ϕi

−→z

ϕI = 105°

ϕII = −15°

ϕIII = 225°

−→z

−→xi

−→z1i

−→x1i

αi

αi

−→yi
−→z

−→xi

−→z2i

−→x2i

θi

θi

−→yi
−→y2i

−→z2i
−→y3i

−→z3i

γi

γi

−→x2i

Par fermeture de chaine géométrique selon chaque bras (les vecteurs sont exprimés dans
ℜi)

−→
OP =

−−→
OAi +

−−→
AiBi +

−−→
BiCi +

−−→
CiDi +

−−→
DiEi +

−−→
EiP

−−→
AiBi = a





sinαi

0
cosαi





−−→
BiEi = 2d−→z2i + b−→z3i

= 2d





sin θi
0

cos θi



 + b





cos γi sin θi
− sin γi

cos γi cos θi





−→
OP =





r
−s
0



+ a





sinαi

0
cosαi



+ 2d





sin θi
0

cos θi



+ b





cos γi sin θi
− sin γi

cos γi cos θi



 +





−c
f
0









ui

vi
Z



 =





r + a sinαi + 2d sin θi + b cos γi sin θi − c
−s− b sin γi + f

a cosαi + 2d cos θi + b cos γi cos θi




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Robot Haptique Falcon Modèle mécanique

avec

ui = X cosϕi + Y sinϕi

vi = −X sinϕi + Y cosϕi

d’où :

γi = arcsin
vi + s− f

−b
(1)

sin θi (2d+ b cos γi) = ui − r + c− a sinαi (2)

cos θi (2d+ b cos γi) = Z − a cosαi (3)

(2d+ b cos γi)
2 = (ui − r + c)2 + a2 + Z2 − 2a (ui − r + c) sinαi − 2aZ cosαi (4)

En posant :

A = 2aZ

B = 2a (ui − r + c)

C = (ui − r + c)2 + a2 + Z2 − (2d+ b cos γi)
2

A cosαi +B sinαi = C

Posons :

ti = tan
αi

2

sinαi =
2ti

1 + t2i

cosαi =
1− t2i
1 + t2i

t2i (A+ C)− 2Bti + (C −A) = 0

∆ = 4B2 − 4 (A+ C) (C −A)

ti =
2B ±

√
∆

2 (A+ C)
αi = 2 arctan ti

(l’indétermination de signe implique deux solutions possibles de αi. Seule l’une est acces-

sible avec le robot étudié : ti =
2B+

√
∆

2(A+C)
)

Enfin, par le rapport (2)/(3) :

θi = arctan
ui − r + c− a sinαi

z − a cosαi
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Robot Haptique Falcon Modèle mécanique

3 Relations cinématiques : expression de la matrice Ja-

cobienne

3.1 Rappel : matrice Jacobienne

Notations utilisées :

{q} =







α1

α2

α3






et {x} =







X
Y
Z







On appelle la matrice Jacobienne la matrice qui lie {ẋ} et {q̇} :

{ẋ} = [J ] · {q̇}

Il est aussi possible d’utiliser l’expression cinématique :

[JF ] · {ẋ} = [JI ] · {q̇}

3.2 Expression de [JI ] et [JF ]

Ces deux matrices peuvent être déterminées par la dérivée des relations géométriques.
Par fermeture de chaine géométrique pour chaque bras :

−−→
OAi +

−−→
AiBi =

−→
OP +

−−→
PEi +

−−→
EiDi +

−−→
DiCi +

−−→
CiBi

︸ ︷︷ ︸

−(b−→z3i+2d−→z2i)

α̇i
−→yi ∧ a−→z1i =

−→
V (P/0) +

−→
0 −

(

θ̇i
−→
yi + γ̇−→x2i

)

∧ (b−→z3i)− θ̇i
−→yi ∧ 2d−→z2i

aα̇i
−→x1i = u̇−→xi + v̇−→yi + Ż−→z − b cos γiθ̇i

−→x2i + bγ̇i
−→y3i − 2dθ̇i

−→x2i

Exprimé dans ℜi :

a cosαiα̇i = u̇i + Aθ̇i +Bγ̇i (5)

0 = v̇i + 0 + γ̇i (b cos γi) (6)

−a sinαiα̇i = Ż + Cθ̇i +Dγ̇i (7)

avec :

A = − (b cos γi + 2d) cos θi

B = b sin γi sin θi

C = (b cos γi + 2d) sin θi

D = b sin γi cos θi

Par l’équation (6), avec γi 6= ±π
2
:

γ̇i = − v̇i
b cos γi
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Robot Haptique Falcon Modèle mécanique

De plus, avec (b cos γ + 2d) 6= 0 : C (5)−A (7) :

aα̇i (cosαiC + sinαiA) = Cu̇i +BCγ̇i −AŻ −ADγ̇i

aα̇i (cosαi sin θi − sinαi cos θi) = u̇i sin θi − v̇i tan γi sin
2 θi + Ż cos θi − v̇i tan γi cos

2 θi

aα̇i sin (θi − αi) = u̇i sin θi − v̇i tan γi + Ż cos θi

Multiplié par cos γi :

aα̇i sin (θi − αi) cos γi = u̇i sin θi cos γi − v̇i sin γi + Ż cos θi cos γi

avec :

u̇i = Ẋ cosϕi + Ẏ sinϕi

v̇i = −Ẋ sinϕi + Ẏ cosϕi

[a sin (θi − αi) cos γi] {α̇i} =
[
jxi jyi jzi

]







Ẋ

Ẏ

Ż







Avec

jxi = cosϕi sin θi cos γi + sinϕi sin γi

jyi = sinϕi sin θi cos γi − cosϕi sin γi

jzi = cos θi cos γi

jαi = a sin (θi − αi) cos γi

En généralisant aux trois bras :

[JF ] · {ẋ} = [JI ] · {q̇}

[JI ] =





jαI 0 0
0 jαII 0
0 0 jαIII



 et [JF ] =





jxI jyI jzI
jxII jyII jzII
jxIII jyIII jzIII





[J ] = [JF ]
−1 · [JI ]
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Robot Haptique Falcon Modèle mécanique

4 Loi de transmission en effort

La matrice jacobienne [J ] permet de lier les vitesses articulaires {q̇} aux vitesses de
l’effecteur {ẋ} :

{ẋ} = [J ] · {q̇}
De même, la loi de transmission des actions mécaniques en quasi-statique peut se déterminer
par un bilan énergétique lors de petits déplacements (à énergie cinétique constante). En
notant {F} le vecteur effort de l’utilisateur sur la poignée et {C} le vecteur formé par les
couples sur chacun des bras :

δWe = δWs

{dq}⊤ · {C} = {dx}⊤ · {F}
{dq}⊤ · {C} = ([J ] · {dq})⊤ · {F}
{dq}⊤ · {C} = {dq}⊤ · [J ]⊤ · {F}

{C} = [J ]⊤ · {F}
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